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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà íàèëó÷øåãî ðàäèóñà àïïðîêñèìàöèè îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà N -ñåòÿìè èç äðóãîãî ìíîæåñòâà. Ïîëó÷åíà îöåíêà
ñâåðõó ðàçíîñòè ìåæäó òàêèìè ðàäèóñàìè äâóõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ ðàñ-
ñòîÿíèé ïî Õàóñäîðó ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ìíîæåñòâàìè. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ ðàññòîÿíèå ïî ðîìîâó Õàóñäîðó
è áîëåå ïðîñòîå ïî îáúåìó âû÷èñëåíèé ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îòíîñèòåëüíûé N -ðàäèóñ, ïñåâäîìåò-
ðèêà Õàóñäîðà, ðàññòîÿíèå ðîìîâà Õàóñäîðà.
1. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
Â ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ: N (R+ )  ìíî-
æåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ (íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë; B(X)  ìíîæå-
ñòâî âñåõ íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ñ
ðàññòîÿíèåì |xy| = ρ(x, y) äëÿ x, y ∈ X . |xW | = inf{|xy| : y ∈ W} , β(M,W ) =
= sup{|xW | : x ∈M}  îòêëîíåíèå ìíîæåñòâà M ∈ B(X) îò íåïóñòîãî ìíîæåñòâà
W ⊂ X [1, . 223℄. α : B(X) × B(X) → R+ , α(M,W ) = max{β(M,W );β(W,M)}
 ïñåâäîìåòðèêà Õàóñäîðà íà B(X) [1, . 223℄; D(M,W ) = sup{ρ(x, y) : x ∈
∈ M, y ∈ W} äëÿ M, W ∈ B(X) ; D(M) = D(M,M)  äèàìåòð ìíîæåñòâà M ∈
∈ B(X) .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ M, W ∈ B(X) âåðíî íåðàâåíñòâî α(M,W ) ≤
D(M,W ) è óíêöèÿ D : B(X) × B(X) → R+ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðå-
óãîëüíèêà.
Ïóñòü ard (S )  ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S è N ∈ N . Íàçîâåì ÷èñëî
RNW (M) = inf{β(M,S) : S ⊂W, 1 ≤ card (S) ≤ N}
îòíîñèòåëüíûì N -ðàäèóñîì ìíîæåñòâà M ∈ B(X) îòíîñèòåëüíî íåïóñòîãî
ìíîæåñòâà W ⊂ X . Åñëè W = X , òî RNX(M)  íàèëó÷øèé ðàäèóñ àïïðîê-
ñèìàöèè N -ñåòÿìè ïðîñòðàíñòâà X ìíîæåñòâà M ∈ B(X) [3℄. Íàèëó÷øåé N -
ñåòüþ ìíîæåñòâà M ∈ B(X) íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî S∗NX(M) ⊂ X [3℄, ÷òî
1 ≤ card (S∗NX(M)) ≤ N è β(M,S∗NX(M)) = RNX(M).
Îöåíèì ñâåðõó ðàçíîñòü ìåæäó îòíîñèòåëüíûìè N -ðàäèóñàìè äâóõ îãðàíè-
÷åííûõ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ îòêëîíåíèé ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ìíîæåñòâàìè.
Òîãäà â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷èì îöåíêó ýòîé ðàçíîñòè ñ ïîìîùüþ ðàññòî-
ÿíèé ïî Õàóñäîðó ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ìíîæåñòâàìè. Òàêèå çàäà÷è â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíûõ ÷åáûøåâñêèõ ðàäèóñîâ èññëåäîâàëèñü â [48℄.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü M, W, A, B ∈ B(X) . Òîãäà
(i) |RNW (M)−RNB(A)| ≤ max{β(M,A) + β(B,W ), β(A,M) + β(W,B)}
äëÿ êàæäîãî N ∈ N ;
(ii) |D(M,W )−D(A,B)| ≤ max{min{β(M,A) + β(W,B), β(M,B) + β(W,A)},
min{β(A,M) + β(B,W ), β(A,W ) + β(B,M)}}.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü M, W, A, B ∈ B(X) . Òîãäà
sup
N∈N
|RNW (M)−RNB(A)| ≤ α(M,A) + α(W,B); (1)
|D(M)−D(A)| ≤ 2α(M,A). (2)
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äëÿ äèàìåòðà îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà õîðîøî èç-
âåñòíî, ñì. óïðàæíåíèå 7.3.14 èç [2, ñ. 305℄.
Íàïîìíèì òàêæå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ èç [2, ñ. 303, 306℄.
Áèíàðíîå, îòíîøåíèå R ⊂ X×Y íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè X è Y , åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y íàéäóòñÿ òàêèå v ∈ Y è u ∈ X ,
÷òî (x, v) , (u, y) ∈ R . Ñîîòâåòñòâèå R àññîöèèðîâàíî ñ ñþðúåêöèåé f : X → Y ,
åñëè
R = {(x, f(x)) : x ∈ X}. (3)
Èñêàæåíèåì ñîîòâåòñòâèÿ R ìåæäó îãðàíè÷åííûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè (X, dX) è (Y, dY ) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
disR = sup{|dX(x, x′)− dY (y, y′)| : (x, x′), (y, y′) ∈ R}. (4)
àññòîÿíèå ðîìîâà Õàóñäîðà dGH(X,Y ) ìåæäó äâóìÿ îãðàíè÷åííûìè
ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè (X, dX) è (Y, dY ) åñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ
÷èñåë r > 0 , äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïñåâäîìåòðèêà d íà äèçúþíêòíîì îáúåäèíåíèè
X ∪ Y òàêàÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ d íà X è Y ñîâïàäàåò ñ dX è dY ñîîòâåòñòâåííî,
à òàêæå α(X,Y ) < r íà ïðîñòðàíñòâå (X ∪ Y, d) .
Â [2, ñ. 306℄ äîêàçàíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ðîìîâà Õàóñäîðà ìåæäó îãðàíè÷åí-
íûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè (X, dX) è (Y, dY ) ìîæåò áûòü âûðàæåíî
òàêæå ñëåäóþùèì âíóòðåííèì îáðàçîì:
dGH(X,Y ) =
1
2
inf{disR : R− ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è Y }. (5)
Èç îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ðîìîâà Õàóñäîðà è ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷èì
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X è Y  îãðàíè÷åííûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Òîãäà
max{|D(X)−D(Y )|, sup
N∈N
|RNX(X)−RNY (Y )|} ≤ 2dGH(X,Y ). (6)
Íàçîâåì ñîîòâåòñòâèå R ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y âûäåëåííûì, åñëè îíî
àññîöèèðîâàíî èëè ñ ñþðúåêöèåé f : X → Y , èëè ñ ñþðúåêöèåé g : Y → X .
Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ðîìîâà Õàóñäîðàìåæäó êîíêðåòíûìè îãðà-
íè÷åííûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè (X, dX) è (Y, dY ) ñ ïîìîùüþ ñîîòâåò-
ñòâèé îáû÷íî ïðèâîäèò ê áîëüøîìó îáúåìó âû÷èñëåíèé, ïîýòîìó èíîãäà óäîáíåå
ââåñòè ðàññòîÿíèå
ds(X,Y ) =
1
2
inf{disR : R− âûäåëåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è Y }. (7)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ds ñèììåòðè÷íî è äëÿ ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ ìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X, dX) è (Y, dY )
dGH(X,Y ) ≤ ds(X,Y ). (8)
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå òàê æå, êàê è ðàñ-
ñòîÿíèå ðîìîâà Õàóñäîðà, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü (X, dX) , (Y, dY ) è (Z, dZ)  îãðàíè÷åííûå ìåòðè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
ds(X,Y ) ≤ ds(X,Z) + ds(Z, Y ). (9)
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà card (X) = card (Y )
ds(X,Y ) =
1
2
inf{dis f : f : X → Y − áèåêöèÿ}, (10)
ãäå dis f = sup{|dX(x, x′) − dY (f(x), f(x′)| : x, x′ ∈ X}  èñêàæåíèå áèåêöèè f .
Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âåðíà ñëåäóþùàÿ ãðóáàÿ îöåíêà
ds(X,Y ) ≤ 1
2
(max{D(X), D(Y )} −min{m(X),m(Y )}), (11)
ãäå, íàïðèìåð, m(X) = inf{|xy| : x, y ∈ X, x 6= y} . Íåêîòîðûå èíûå ñâîéñòâà
èñêàæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîæíî íàéòè â [2, ñ. 297℄.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü M = {0, 1, 2, 10} , W = {0, 1, 9, 10}  ïîäïðîñòðàíñòâà ìíî-
æåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé. Òîãäà íåòðóäíî âû÷èñëèòü,
÷òî
dGH(M,W ) = 0.5 < α(M,W ) = 1 < 3.5 = ds(M,W ).
Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè 2 âûäåëÿþòñÿ íåêîòîðûå ïðîñòûå àïïðîêñèìàòèâ-
íûå ñâîéñòâà N -ñåòåé äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2 âûïîëíåíû â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà
êîìïàêòíû.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü M, A ∈ B(X) , W ∈ B(Y ) è ñóùåñòâóþò íàèëó÷øèå
N -ñåòè S˜∗NX(M) , S˜
∗
NX(A) , S˜
∗
NY (W ) . Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå íàèëó÷øèå N -ñåòè
S∗NX(M) , S
∗
NX(A) , S
∗
NY (W ) , ÷òî
(i) α(M,S∗NX(M)) = RNX(M) ,
|α(M,A) − α(S∗NX(M), S∗NX(A))| ≤ RNX(M) +RNX(A);
(ii) dGH(M,S
∗
NX(M)) ≤ RNX(M) ,
|dGH(M,W )− dGH(S∗NX(M), S∗NY (W ))| ≤ RNX(M) +RNY (W );
(iii) ds(M,S
∗
NX(M)) ≤ RNX(M) ,
|ds(M,W )− ds(S∗NX(M), S∗NY (W ))| ≤ RNX(M) +RNY (W ).
Çàìå÷àíèå 1. Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î âîç-
ìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàññòîÿíèÿ ds äëÿ (ìåòðè÷åñêîãî) ðàñïîçíàâàíèÿ êîì-
ïàêòîâ. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî çàäà÷à òàêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ çàâèñèò îò îáúåìà âû-
÷èñëåíèé ðàññòîÿíèÿ ds (èëè åãî îöåíîê) ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè èêñè-
ðîâàííîé ìîùíîñòè N è àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ðàññòîÿíèÿ äîëæåí ñîäåðæàòü
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íå ìåíüøå, ÷åì N ! âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé, ïîñêîëüêó N !  ÷èñëî áèåêöèé îä-
íîãî ìíîæåñòâà èç N ýëåìåíòîâ íà äðóãîå ìíîæåñòâî. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N
ïðîùå ïîäñ÷èòàòü äèàìåòðû è íåñêîëüêî îòíîñèòåëüíûõ ðàäèóñîâ ýòèõ ìíîæåñòâ,
à òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 2 (è òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ds íå ìåíüøå ðàññòîÿ-
íèÿ ðîìîâà Õàóñäîðà ìåæäó òåìè æå ìíîæåñòâàìè), ÷òîáû â ñëó÷àå íåíóëåâîé
âåëè÷èíû â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà íå âû÷èñëÿòü áîëåå ñëîæíîå ðàññòîÿíèå ds .
Ýòî ïîêàçûâàåò ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå îöåíîê ñíèçó ðàññòîÿíèÿ ds .
Çàìå÷àíèå 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè card (X) = card (Y ) ∈ {1, 2, 3} ,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
max{|D(X)−D(Y )|, |R1X(X)−R1Y (Y )|, |R2X(X)−R2Y (Y )|} = 2ds(X,Y ). (12)
Ýòî î÷åâèäíî, åñëè card (X) = card (Y ) ∈ {1, 2} . Åñëè card (X) = card (Y ) = 3 ,
ìîæíî ïðîâåñòè ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî, ðàññìîòðåâ êàæäóþ èç
øåñòè áèåêöèé X íà Y . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè card (X) = card (Y ) ∈ {1, 2, 3} â
ñëåäñòâèè 2 íà ñàìîì äåëå ðàâåíñòâî, íî óæå ïðè îáùåé ìîùíîñòè ðàâíîé ÷å-
òûðåì íåðàâåíñòâî (6) ñòðîãîå.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü A , B  äâà ìíîæåñòâà âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêîâ â åâêëè-
äîâîé ïëîñêîñòè ñ äëèíàìè ñòîðîí a1 , a2 è b1 , b2 ñîîòâåòñòâåííî è äèàãîíàëÿìè
a3 =
√
a21 + a
2
2 , b3 =
√
b21 + b
2
2 . Òîãäà ýëåìåíòàðíûé, íî óòîìèòåëüíûé ðàñ÷åò ïðè-
âåäåò ê ðàâåíñòâó
ds(A,B) =
1
2
min{max{|a1 − bσ(1)|, |a2 − bσ(2)|, |a3 − bσ(3)|} : σ ∈ S(3)}, (13)
ãäå S(3)  ãðóïïà âñåõ ïîäñòàíîâîê òðåõ ýëåìåíòîâ. Ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî
dGH(A,B) = ds(A,B) . Óæå â ýòîì ïðîñòîì ñëó÷àå ïðîâåðêà ÿñíî ïîêàæåò, ÷òî
âû÷èñëÿòü dGH(A,B) íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì ds(A,B) . Ïóñòü òåïåðü a1 = 9 , a2 =
= b1 = 2 , b2 = 1 . Òîãäà íåðàâåíñòâî (6) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì:
√
85−
√
5 < 7.
Ïðèìåð 2 òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî èìåþòñÿ ìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû, îòëè÷íûå
îò òåõ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (6) , íî ýòî ïðåäìåò äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé.
Äëÿ êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X , Y îäíîé ìîùíîñòè N > 1 èìååòñÿ
ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ îöåíêà ñíèçó ðàññòîÿíèÿ ds(X,Y ) :
|σN (X)− σN (Y )| ≤ 2ds(X,Y ), (14)
ãäå, íàïðèìåð,
σN (X) =
1
N(N − 1)
∑
x, y∈X
|xy|. (15)
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå îòíîñèòåëüíûå K -ðàäèóñû ìíîæåñòâà X , ãäå
card (X) = N > 1 , 1 ≤ K ≤ N − 1 , ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû èíûì ñïîñîáîì. Íàïðè-
ìåð, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî R(N−1)X(X) = m(X)  äëèíà ìèíèìàëüíîãî ðåáðà
ïîëíîãî ãðàà X , à åñëè N > 2 , òî R(N−2)X(X)  äëèíà ìèíèìàëüíîãî ðåáðà
ãðàà, ïîëó÷åííîãî èç ïîëíîãî ãðàà X óäàëåíèåì îäíîãî ðåáðà ìèíèìàëüíîé
äëèíû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X , Y îäíîé ìîù-
íîñòè N > 2 ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ îöåíêó ñ îòíîñèòåëüíî ïðîñòî
âû÷èñëèìîé ëåâîé ÷àñòüþ:
max{|σN (X)− σN (Y )|, |D(X)−D(Y )|, |R1X(X)−R1Y (Y )|,
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|R(N−2)X(X)−R(N−2)Y (Y )|, |m(X)−m(Y )|} ≤ 2ds(X,Y ).
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà àâòîðîì íà âñòðîåííîì ÿçûêå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Maxima-5.23.2 áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà äëÿ îïòèìàëüíîãî
âû÷èñëåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ìíî-
æåñòâ îäíîé ìîùíîñòè N > 2 èç R3 . Âûÿñíèëîñü, ÷òî êîìïüþòåð ñ îïåðàòèâíîé
ïàìÿòüþ 1 á è ïðîöåññîðîì 2 ö áûñòðî ñ÷èòàåò ïðàâóþ ÷àñòü ëèøü ïðè 2 <
< N ≤ 9 (ïðè N = 9 ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè  îêîëî 10 ìèí, à
ëåâîé ÷àñòè  îêîëî 2 ñ), òî åñòü äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óæå ïðè
N = 15 íóæåí ñîâðåìåííûé ñóïåðêîìïüþòåð.
2. Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1. Ïóñòü M, W, A, B ∈ B(X) , N ∈ N .
(i) Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî SB ⊂ B , ãäå 1 ≤ card (SB) ≤ N , è çàïèøåì íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ îòêëîíåíèÿ Õàóñäîðà
β(M,SB) ≤ β(M,A) + β(A,SB).
Âçÿâ òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïî âñåì SB ⊂ B (1 ≤ card (SB) ≤ N) ñíà÷àëà â ëåâîé,
à çàòåì â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
RNB(M) ≤ β(M,A) +RNB(A). (16)
Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå ðàâåíñòâî
β(SB,W ) = inf{β(SB, S) : S ⊂W, 1 ≤ card (S) ≤ N}.
Ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíî. Äëÿ êàæäîãî y ∈ SB íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò wy ∈ W ,
÷òî
|ywy| < |yW |+ ε.
Òîãäà 1 ≤ card (SW ) ≤ N , ãäå SW = {wy : y ∈ SB}. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî
y ∈ SB
|ySW | ≤ |ywy| < |yW |+ ε ≤ β(SB ,W ) + ε.
Ñëåäîâàòåëüíî,
β(SB , SW ) ≤ β(SB ,W ) + ε.
Òðåáóåìîå âñïîìîãàòåëüíîå ðàâåíñòâî ìîæíî òåïåðü ïîëó÷èòü, åñëè â ñëåäóþùèõ
íåðàâåíñòâàõ
β(SB ,W ) ≤ inf{β(SB, S) : S ⊂W, 1 ≤ card (S) ≤ N} ≤ β(SB , SW ) ≤ β(SB ,W ) + ε
ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Èñïîëüçóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà åùå îäíîãî âñïîìîãàòåëüíîãî íåðàâåíñòâà
RNW (M) ≤ β(B,W ) +RNB(M). (17)
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâ
RNW (M) = inf{β(M,S) : S ⊂W, 1 ≤ card (S) ≤ N} ≤
≤ β(M,SB) + inf{β(SB, S) : S ⊂W, 1 ≤ card (S) ≤ N} =
= β(M,SB) + β(SB ,W ) ≤ β(M,SB) + β(B,W )
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âçÿòü èíèìóì ïî âñåì SB ⊂ B (1 ≤ card (SB) ≤ N) , òî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
(17) . Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå íåðàâåíñòâà (16) è (17) , ïîëó÷èì
RNW (M)−RNB(A) ≤
≤ RNW (M)−RNB(M) +RNB(M)−RNB(A) ≤ β(B,W ) + β(M,A),
Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà è ïðîèçâîëüíîñòè M, W, A, B ∈ B(X) ñëåäóåò òðåáó-
åìîå íåðàâåíñòâî (i) .
(ii) Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî x ∈M , y ∈ W , a ∈ A , b ∈ B . Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà
|xy| ≤ min{|xa|+ |ab|+ |by|, |xb|+ |ba|+ |ay|} ≤ min{|xa|+ |by|, |xb|+ |ay|}+D(A,B).
Âîçüìåì â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èíèìóì ïî âñåì a ∈ A , b ∈ B .
Òîãäà ïîëó÷èì
|xy| ≤ min{|xA|+ |yB|, |xB|+ |yA|}+D(A,B) ≤
≤ min{β(M,A) + β(W,B), β(M,B) + β(W,A)} +D(A,B).
Âçÿâ òåïåðü â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ïî âñåì x ∈M ,
y ∈W , èìååì
D(M,W )−D(A,B) ≤ min{β(M,A) + β(W,B), β(M,B) + β(W,A)}.
Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè M, W, A, B ∈ B(X) ñëåäóåò òðåáóå-
ìîå íåðàâåíñòâî (ii) .

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñóùåñòâóåò
ñþðúåêöèÿ èç ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî Y . Òîãäà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëå-
äóþùèå òðè ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ñþðúåêöèè èç ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî Z è èç ìíîæå-
ñòâà Z íà ìíîæåñòâî Y , òî åñòü
card (X) ≥ card (Z) ≥ card (Y ).
Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ ñþðúåêöèþ f : X → Y â âèäå êîìïîçèöèè ñþðúåêöèé
g : X → Z è h : Z → Y . Òîãäà äëÿ ëþáûõ x , x′ ∈ X
|dX(x, x′)− dY (f(x), f(x′))| ≤ |dX(x, x′)− dZ(g(x), g(x′))| +
+ |dZ(g(x), g(x′))− dY (h(g(x)), h(g(x′)))| ≤
≤ sup{|dX(x, x′)− dZ(g(x), g(x′))| : x, x′ ∈ X} +
+ sup{|dZ(z, z′)− dY (h(z), h(z′))| : z, z′ ∈ Z}.
Ñëåäîâàòåëüíî,
sup{|dX(x, x′)− dY (f(x), f(x′)| : x, x′ ∈ X} ≤
≤ sup{|dX(x, x′)− dZ(g(x), g(x′))| : x, x′ ∈ X} +
+ sup{|dZ(z, z′)− dY (h(z), h(z′))| : z, z′ ∈ Z}.
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Âçÿâ ñíà÷àëà òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïî âñåì ñþðúåêöèÿì f : X → Y â ëåâîé ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, à çàòåì òî÷íûå íèæíèå ãðàíè ïî âñåì ñþðúåêöèÿì g :
X → Z è h : Z → Y â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèÿ èç ìíîæåñòâà Z íà ìíîæåñòâî X . Òîãäà,
card (Z) ≥ card (X) ≥ card (Y ).
Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ ñþðúåêöèþ h : Z → Y â âèäå êîìïîçèöèè ñþðúåêöèé
g : Z → X è f : X → Y . Òîãäà äëÿ ëþáûõ z , z′ ∈ Z
|dX(g(z), g(z′))− dY (f(g(z)), f(g(z′)))| ≤ |dX(g(z), g(z′)) − dZ(z, z′)| +
+ |dZ(z, z′)− dY (h(z), h(z′))| ≤ sup{|dZ(z, z′)− dX(g(z), g(z′))| : z, z′ ∈ Z} +
+ sup{|dZ(z, z′)− dY (h(z), h(z′))| : z, z′ ∈ Z}.
Ñëåäîâàòåëüíî,
sup{|dX(x, x′)− dY (f(x), f(x′)| : x, x′ ∈ X} ≤
≤ sup{|dZ(z, z′)− dX(g(z), g(z′))| : z, z′ ∈ Z} +
+ sup{|dZ(z, z′)− dY (h(z), h(z′))| : z, z′ ∈ Z}.
Âçÿâ ñíà÷àëà òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïî âñåì ñþðúåêöèÿì f : X → Y â ëåâîé ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, à çàòåì òî÷íûå íèæíèå ãðàíè ïî âñåì ñþðúåêöèÿì g :
Z → X è h : Z → Y â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèÿ ìíîæåñòâà Y íà ìíîæåñòâî Z . Òîãäà,
card (X) ≥ card (Y ) ≥ card (Z).
Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ ñþðúåêöèþ g : X → Z â âèäå êîìïîçèöèè ñþðúåêöèé
f : X → Y è h : Y → Z . Òîãäà äëÿ ëþáûõ x , x′ ∈ X
|dX(x, x′)− dY (f(x), f(x′))| ≤ |dX(x, x′)− dZ(g(x), g(x′))|+
+ |dZ(h(f(x)), h(f(x′)))− dY (f(x), f(x′))| ≤
≤ sup{|dX(x, x′)− dZ(g(x), g(x′))| : x, x′ ∈ X} +
+ sup{|dY (y, y′)− dZ(h(y), h(y′))| : y, y′ ∈ Y }.
Ñëåäîâàòåëüíî,
sup{|dX(x, x′)− dY (f(x), f(x′)| : x, x′ ∈ X} ≤
≤ sup{|dX(x, x′)− dZ(g(x), g(x′))| : x, x′ ∈ X} +
+ sup{|dY (y, y′)− dZ(h(y), h(y′))| : y, y′ ∈ Y }.
Âçÿâ ñíà÷àëà òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïî âñåì ñþðúåêöèÿì f : X → Y â ëåâîé ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, à çàòåì òî÷íûå íèæíèå ãðàíè ïî âñåì ñþðúåêöèÿì g :
X → Z è h : Y → Z â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 2. (i) Ïóñòü
S = {x ∈ S˜∗NX(M) : α(M,S∗NX(M)) > RNX(M)}.
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Òîãäà ïåðâîìó ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò N -ñåòü S∗NX(M) = S˜
∗
NX(M)\S . Àíàëî-
ãè÷íî íàõîäèì S∗NX(A) . Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò òåïåðü èç íåðàâåíñòâ
|α(M,A) − α(S∗NX(M), S∗NX(A))| ≤
≤ α(M,S∗NX(M)) + α(A,S∗NX(A)) = RNX(M) +RNX(A).
(ii) Èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà α(M,S∗NX(M)) = RNX(M) è îïðåäåëåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ ðîìîâà Õàóñäîðà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî dGH(M,S
∗
NX(M)) ≤ RNX(M) .
Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî íåðàâåíñòâà òåïåðü ïîëó÷àåòñÿ ïî òîìó æå ñïîñîáó, êîòî-
ðûé èçëîæåí â ïóíêòå (i) .
(iii) Ïóñòü îòîáðàæåíèå P : M → S˜∗NX(M) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó x ∈ M
íåêîòîðûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
S˜∗NX(M) ∩B[x, |xS˜∗NX(M)|],
ãäå B[x, |xS˜∗NX(M)|]  çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà |xS˜∗NX(M)| .
Ïîëîæèì S∗NX(M) = P (M) . Òîãäà
ds(M,S
∗
NX(M)) ≤
1
2
sup{||xx′| − |P (x)P (x′)|| : x, x′ ∈M} ≤
≤ 1
2
sup{|xP (x)|+ |x′P (x′)| : x, x′ ∈M} ≤ β(M,S∗NX(M)) = RNX(M).
Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî íåðàâåíñòâà òåïåðü ïîëó÷àåòñÿ ïî òîìó æå ñïîñîáó, êîòî-
ðûé èçëîæåí â ïóíêòå (i) .

Summary
E.N. Sosov. Relative N -Radius of a Bounded Subset of a Metri Spae.
In the present paper, we study properties of the best radius of approximation of a bounded
subset of a metri spae by N -nets from another set. We obtain an upper bound of the
dierene of suh radii using the Hausdor distanes between the sets under onsideration. In
the ase of bounded metri spaes, the GromovHausdor distanes and a more simple (in
terms of amount of alulations) distane between these spaes are used for estimation.
Key words:metri spae, relative N -radius, Hausdor pseudometri, GromovHausdor
distane.
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